
¾Fû·F³FF ³FSXdÀFaWX³F
¾Fû·F³FF ³FSXdÀFaWX³F ¹FFa¨FZ ½FOXe»F

¦Fd¯F°FªÄF WXû°FZ AFd¯F AFBÊ »FZdJIYF.
AFBÊX-½FOXe»F ¹FF Qû§FFá F`IYe EIYF IYû¯FF¨FF
°FSXe ½FFSXÀFF ´FbPZ ¨FF»F½FF¹F¨FF, WZX °¹FFa³Fe
NXSX½F»Fa WXû°Fa. VFF»FZ¹F dVFÃF¯FF³Fa°FSX °¹FF VFFÀÂFVFF£ûIYOZX
½FT»¹FF. ÀF½FÊ WbX¾FFSX d½FôFF±¹FFË³Fe ¾FFÀÂF ¾FFJF d³F½FOXF½Fe,
AÀFF ´Fi§FF°F¨F °¹FFIYFTe WXû°FF. AF´F¯F VFFÀÂFÄF ÓFF»Fû °FSX
RYF½F»¹FF ½FZTXF°F »FZJ³F IYøY, AÀFF d½F¨FFSXWXe VFû·F³FF ¹FFä FF
°¹FF¸FF¦FZ WXû°FF¨F! ÀFZÔMX ÓFZd½F¹FÀFÊ IYFG»FZªF¸F²¹FZ ´Fi½FZVF
§û°F»¹FF³Fa°FSX °¹FFa³FF IYT»FZ IYe, VFFÀÂF¾FFJZ°F dRYdªF¢ÀF
d½F¿F¹F Ad³F½FF¹FÊ AFWZX. °FZ½WXF °¹FF §FF¶FøY³F¨F ¦FZ»¹FF. IYFSX¯F
°¹FFä ¹FF VFFTZ°F»¹FF dRYdªF¢ÀF d¾FIY½F¯FFXº¹FF d¾FdÃFIYF ¸WX̄ FªFZ
EIY »F¿IYSX¾FWXF¨F WXû°¹FF. 

VFû·F³FF ¹FFa³FF »FZ£F³FIY»FFWXe A½F¦F°F AÀF»¹FF³FZ
IYFG»FZªF¸F²¹FZ »FWXF³F ¸Fb»FFaÀFFNXe kA»¶FMÊX AFB³FÀMXFB³Fl ¹FF
d½F¿F¹FF½FSX EIY ³FFMbXIY»FZ d»FWXF¹F»FF ÀFFad¦F°F»FZ. °¹FFÀFFNXe °¹FFa³Fe
AFB³FÀMXFBÊ³F¨¹FF ªFe½F³FF¨FF Jc´F A·¹FFÀF IZY»FF. °¹FF¨¹FF
k´FbaªFF¨FZ ¦Fd°FdÀ±F°Fe ¾FFÀÂFl AFd¯F kÀFF´FZÃF°FF½FFQl ¹FFa³Fe °¹FF
ÓF´FFMX»¹FF. ¹FF°Fc³F¨F °¹FFa³FF dRYdªF¢ÀF Ad²FIY ªF½FT¨FZ ½FFMcX
»FF¦F»FZ. IYFG»FZªF¸F²F»FZ dRYdªF¢ÀF d¾FIY½F¯FFSmX dVFÃFIYWXe
RYFSX¨F ¨FFa¦F»FZ WXû°FZ. ¸FFÂF dRYdªF¢ÀF¨¹FF ½F¦FFÊ°F xv ¸Fb»F¦FZ
AFd¯F ¸Fb»Fe RYöY ¨FFSX¨F! °¹FF IYFTF°Fe»F A³¹F ¸Fb»FF¸Fb»FeÔ³FF
Ad¸F°FF·F ¶F©F³F dIaY½FF ªFFG³F MÑX¶Fû»FF¶Fï»F ªFZ AFIY¿FÊ¯F
½FFMX°F AÀFZ, °FZ¨F °¹FFa³FF A³ÀFÊ ÷YXQSXRYûOÊX ½F ½F³FÊSX WZXÀF³F½F¦FÊ
¹FFä ¹FFd½F¿F¹Fe ½FFMZX. ÀFZÔMX ÓFZd½F¹FÀFȨ̂ F²Fc³F ¶Fe.EÀÀFe. IZY»¹FF³Fa°FSX
¸Fba¶FBÊX¨¹FF AF¹FAF¹FMXe¸F²Fc³F E¸F.EÀÀFe IZY»FZ. °¹FF³Fa°FSX °¹FFa³FF
AF¾¨F¹FFÊ̈ FF ÀFbJQ ²F¢IYF¨F ¶FÀF»FF. WXF½FÊOÊX d½FôFF´FeNF°Fc³FX (
G.S.A.) °¹FFa¨Fe ´FeE¨F.OXe.¨¹FF A·¹FFÀFFÀFFNXe d³F½FOX
ÓFF»Fe. °FZ±FZ °¹FFa³Fe EIY ½F¿FÊ J¦Fû»F¾FFÀÂFF¨FF A·¹FFÀF IZY»FF.
³Fa°FSX d½F¿F¹F ¶FQ»Fc³F k§F³F ´FQF±FFË¨Fe ·Füd°FIYel ¹FF d½F¿F¹FF°F
´FeE¨F.OXe. d¸FTX½F»Fe. °¹FF³Fa°FSX IYFWXe dQ½FÀF °¹FFa³Fe A¸FZdSXIYF
½F ªF¸FÊ³Fe¸F²¹FZ ´FûÀMX-OXFG¢MXSX»FÀFFNXe ÀFa¾Fû²F³F IZY»FZ. °¹FF³Fa°FSX
°¹FFa³FF ¶Fa¦F»FûSX¨¹FF kªF½FFWXSX»FF»F ³FZWXøY ´Fi¦F°F ¾FFÀÂFe¹F
ÀFa¾Fû²F³F IZÔYýil ¹FFa¨¹FFIYOcX³F RYGIY»MXe ´FQFÀFFNXe d½F¨FFSX¯FF
ÓFF»Fe AFd¯F °¹FFÀFFNXe °¹FF ·FFSX°FF°F ´FSX°F»¹FF. AFªF°FF¦FF¹F°F
°¹FF °FZ±FZ̈ F IYF¹FÊSX°F AFWZX°F. EJFôFF ½FÀ°Fc̈ FF A³FbIiY¸FFaIY ½F
A¯Fb½FÀ°Fb̧ FF³F ¹FFd¾F½FF¹F B°FSX IYFWXe ¸FFdWX°Fe ³FÀF°FF³FF, °¹FFä ¹FF

·Füd°FIY ¦Fb¯F²FX¸FFË¨FF ¾Fû²F §FZ¯FZ ½F
¸FF´F¯FZ, A¾FF À½F÷Y´FF¨FZ °¹FFa¨FZ
ÀFaVFû²F³F IYF¹FÊ AFWZX. °¹FFd¾F½FF¹F °¹FF
ÀFcÃ¸FFd°FÀFcÃ¸F A¾FF SmX¯Fca¨¹FF (QWXF
A¯Fca¨FF EIY ¦FMX) ¦Fb¯F²F¸FFË¨FF
A·¹FFÀF IYSX°FF³FF¨F °¹FF SmX¯Fca¸F²Fe»F
A¯Fca¨Fe ÀFa£¹FF ½FFPX»Fe IYe, °¹FFa¨FZ
ÀFa´Fc¯FÊ ¦Fb¯F²F¸FÊ- SX¨F³FF°¸FIY,
B»FZ¢MÑXFGd³FIY, ¨Fba¶FIYe¹F, SXFÀFF¹Fd³FIY,
¦Fd°F-dÀ±F°Fed½F¿F¹FIY AFd¯F CX¿¯F°FF¸FF´FIY-
AFIYFSX̧ FF³FF´Fi̧ FF¯FZ IYÀFZ ¶FQ»F°FF°F, ¹FF¨FF °¹FF A·¹FFÀF IYSXe°F
AFWZX°F.

IYF¸F IYSX°FF³FF A³FZIY AOX¨F¯Fe AF»¹FF. ´F¯F °¹FF½FSX
¸FF°F IYSXe°F °¹FF ´FbPZ ¨FF»F°F SXFdWX»¹FF. °¹FFa³FF ´Fb¿IYTX
¸FF³FÀF³¸FF³F »FF·F»FZ. °¹FF°F WXF½FÊOÊX ¹Fbd³F½WXdÀFÊMXe¨Fe SXFG¶FMÊX ½FG»FZÀF
´FiFBªF RZY»Fûd¾F´F, AF¹FAF¹FMXe ¸Fba¶FBÊ̈ FZ SXü´¹F´FQIY, ¸FMZXdSX¹F»F
SXeXÀF¨FÊ ÀFûÀFF¹FMXe¨FZ (BadOX¹FF)  ´FQIY ¹FFä FF ÀF¸FF½FZVF AFWZX.

AFSX. ´FdSX̧ F»FF
AFSX. ´FdSX¸F»FF ¹FF ¦Fd¯F°FªÄF AFWZX°F. °¹FFa¨FZ ½FOXe»F

Bad¦»F¾F¨FZ ´FiF²¹FF´FIY
WXû°FZ. ¸Fb»Fe¨Fe ¦Fd¯F°FF¨Fe
AF½FOX ´FFWcX³F °¹FFa³Fe
d°F»FF ¦Fd¯F°FF°F d½F¾FZ¿F
d¾FÃF¯F §FZ¯¹FFÀF
´Fiû°ÀFFWX³F dQ»FZ. °¹FF
¨FZÖFBÊ¨¹FF ÀMZX»FF ¸FFSXeÀF
IYFG»FZªF¸F²Fc³F ¶Fe.EÀÀFe.
½F E¸F.EÀÀFe. ÓFF»¹FF.

°¹FF¨F IYFG»FZªF¸F²¹FZ ¦Fd¯F°FF¨¹FF ´FiF²¹FF´FIY WXû¯¹FF¨FF °¹FFa¨FF
d½F¨FFSX WXû°FF. ´FSaX°Fb °FZ ´FQ °¹FFa³FF d¸FTXF»FZ ³FFWXe. °FZ±Fe»F EIYF
ª¹FZâX  ´FiF²¹FFd´FIZY³FZ IYFG»FZªF¨¹FF ÀFä FF»FIYFa³FF ÀFFad¦F°F»FZ IYe,
kWXe ¸Fb»F¦Fe ¶Fbdð¸FF³F AFWZX. ÀFa¾Fû²FIY WXû¯¹FF¨¹FF ¹Fû¦¹F°FZ¨Fe
AFWZX. d°F»FF ´FiF²¹FF´FIY´FQF°F ¦Fba°F½Fc ³FIYF.l °¹FF¸FbTZX °¹FF ¸FýiFÀF
¹Fbd³F½WXdÀFÊMXe¨¹FF SXF¸FF³FbªF³F Bd³ÀMXMëcMX¸F²¹FZ ÀFa¾Fû²F³FF°¸FIY
A·¹FFÀF IYøY »FF¦F»¹FF. EIYF ½F¿FFÊ³Fa°FSX °¹FF ¸Fba¶FBÊ¨¹FF
MXeAF¹FERYAFSX¸F²¹FZ ´FeE¨F.OXe¨¹FF A·¹FFÀFFÀFFNXe ´FiF.
ßFe²FSXX³F ¹FFä ¹FF¶FSXû¶FSX IYF¸F IYøY »FF¦F»¹FF. °¹FFä FF ´FeE¨F.OXe.

´Fi¶Fa²FF¨FF d½F¿F¹F WXû°FF- kProjective
Modules over polynomial rings
over division rings.l

¹FF¨F ÀFb¸FFSXFÀF °¹FFa¨FF d½F½FFWX SXF¸F³F
¹FFa¨¹FF¾Fe ÓFF»FF. SXF¸F³F WZX MXF³ÓFFd³F¹FF°F
¨FeRY BaMX³FÊ»F AFGdOXMXSX WXû°FZ. »F¦FjF³Fa°FSX
´FdSX¸F»F EIY ½F¿FFÊ¨Fe ÀFb˜Xe §FZDY³F
´F°Fe¶FSXû¶FSX ¦FZ»¹FF. d½FVû¿F ¸WX¯FªFZ SXF¸F³F
¹FFa³Fe ´F°³Fe»FF ´FeE¨F.OXe. ³Fa°FSX¨FZ ÀFaVFû²F³F

IYSX°FF ¹FF½FZ ¸WX¯Fc³F IYFWXe ¸FdWX³¹FF°F¨F AF´F»FZ IYF¸F ÀFûOcX³F
´F°³FeÀFû¶F°F Ó¹FbdSX¨F (dÀ½F°ÓF»FËOX) ¹FZ±FZ ªFF¯¹FF¨FF d³F¯FÊ¹F
§FZ°F»FF. °FZ±FZ ´FdSX̧ F»FF ¹FFa³FF E¸F. AûªFFa¦FbSmXÀF ½F E¸F. E. ¢³FÀF
¹FFaÀFFSX£¹FF d½F£¹FF°F ¦Fd¯F°FªÄFFa¶FSXû¶FSX IYF¸F IYSX°FF AF»FZ.
°¹FFa¨FZ ÀFa¾Fû²F³F ´FiF¸Fb£¹FF³FZ ¶FeªF¦Fd¯F°F ¹FF d½F¿F¹FF°F WXû°FZ.
MXeAF¹FERYAFSX ¸F²Fc³F¨F °¹FF kOXe³F AFGRY ¸FG±FZ¸FGdMX¢ÀFl ¹FF
´FQF½FøY³F d³F½FÈØF ÓFF»¹FF.

´FdSX¸F»FF ¸WX¯F°FF°F, MXeAF¹FERYAFSX WXe ´Fc¯FÊ°F:
ÀFa¾Fû²F³FF»FF ½FFdWX»FZ»Fe ªFF¦FF°Fe»F ¸FûªF¢¹FF¨F ÀFaÀ±FFa´F`IYe
EIY AFWZX. ¹FZ±FZ IYF¸F IYSX¯FZ ¸WX¯FªFZ EIY ÀF³¸FF³F AFd¯F
AF½WXF³FWXe AFWZX. ªF¦F·FSF°Fe»F d½F£¹FF°F ¦Fd¯F°FªÄFFa¨Fe ¹FZ±FZ
½¹FF£¹FF³FZ WXû°FF°F. WXe ½¹FF£¹FF³FZ ½F A°¹FbØF¸F »FF¹F¶FiSXe¸FbTZX
AF´F»¹FF d½F¿F¹FF°Fe»F AôF¹FF½F°F ÄFF³F ÀF°F°F d¸FTX°F SXFWX°FZ. ́ FiF.
ßFe²FSX³F ¹FFa³Fe AFSX. ´FdSX¸F»FF ¹FFä ¹FF½FSX AF´F»¹FFIYOXe»F ÄFF³F
d¾F¿¹F½F¦FFÊ»FF ´FiQF³F IYÀFZ IYSXF½FZ ¹FF¨FZ ¸FWXØ½F d¶Fa¶F½F»FZ. AF´F»FZ
IYFWXe d½FôFF±FeÊ AF´F»¹FFWXe ´FbPZX ¦FZ»FZ AFWZX°F, AÀFZ °¹FF ¸FûNëF
Ad·F¸FF³FF³FZ ÀFFa¦F°FF°F. ¦Fd¯F°F WXF d½F¿F¹F dIY°Fe ÀFbaQSX AFWZX, WZX
ÀF½FFË³FF ³FeMX ÀF¸FªFF½Fc³F ÀFFa¦F¯¹FFIYdSX°FF AF´F¯F AF´F»¹FF
d´F°¹FF´Fi¸FF¯FZ ´Fid°F·FF½Fa°F »FZJIY AÀFF¹F»FF WX½FZ WXû°FZ, AÀFZ
°¹FFa³FF ½FFMX°FZ.

AFSX. ´FdSX¸F»FF ¹FFa³FF A³FZIY ¸FF³FÀF³¸FF³F »FF·F»FZ AFWZX°F.
»FbÓFF³F, dÀ½F°ÓF»FËOX ¹FF d½FôFF´FeNXF¨Fe ÀF³¸FF³FQ¾FÊIY OXFG¢MXSmXMX
°¹FFa³FF d¸FTXF»Fe AFWZX. ¸FG±FZ¸FGdMXIY»F ÀFF¹F³ÀFZÀF¨FZ ·FMX³FF¦FSX
AG½FFGOÊX °¹FFa³FF d¸FTXF»FZ AFWZX. °FÀFZ¨F INSA ¨FZ ßFed³F½FFÀF
SXF¸FF³FbªF³F ´FQIY AFd¯F ±FOÊX ½F»OÊX AGIGYOX¸Fe AFGRY
ÀFF¹F³ÀFZÀF¨FZ ´FFdSX°Fûd¿FIY d¸FTXF»FZ AFWZX. ÀF²¹FF °¹FF
A¸FZdSXIZY°Fe»F E¸FûSXe ¹Fbd³F½WXdÀFÊMXe¸F²¹FZ ´FiûRZYXÀFSX AFWZX°F.

●● ½FÀFb¸F°Fe ²FbøY


